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Résumé

Nous nous intéressons au problème du WCET qui consiste à calculer ou esti-

mer le pire temps d'exécution d'un programme. Nous proposons une méthode qui

mélange analyse statique et programmation par contraintes. L'originalité de la mé-

thode est de traduire di�érentes informations venant d'analyses du programme en

problèmes de satisfaction de contraintes dont il faut compter les solutions. La mé-

thode proposée adapte un solveur de contraintes, utilise un interprète abstrait et

reformule les contraintes pour résoudre le problème. La méthode a été implémentée

avec l'analyseur statique SawjaCard et le solveur de contraintes AbSolute avec des

résultats prometteurs.
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1 Introduction

Alors que de nombreuses tâches critiques sont con�ées à des ordinateurs, il est né-
cessaire d'avoir des garanties sur les programmes exécutés. Ainsi, un système embarqué
doit pouvoir garantir que son programme s'exécutera en un temps limité : par exemple,
un programme qui choisit de déclencher un airbag doit s'exécuter en moins de 150 milli-
secondes.

Dans le cadre de ce rapport, nous nous intéressons à la majoration du pire temps
d'exécution d'un programme. Di�érentes approches existent pour estimer le WCET. Les
méthodes reposant sur le test mesurent les temps de plusieurs exécutions, mais ne peuvent
pas garantir une majoration sûre du pire temps d'exécution. Pour en trouver une majo-
ration sûre, les méthodes issues de l'analyse statique consistent à analyser un programme
sans l'exécuter. Une approximation du comportement du programme y est réalisée, de
telle sorte qu'on soit garanti d'englober tous les comportements possibles. Il est alors pos-
sible de prouver des propriétés sur les nombre d'exécutions de chaque arête par exemple.

Dans ce travail, nous nous intéressons à déterminer une estimation sûre du pire temps
d'exécution d'un programme, en majorant le nombre d'exécutions de chaque instruc-
tion. Nous considérons des programmes qui terminent, sans paramètres. Nous utilisons
ainsi l'analyse statique, mais nous proposons également d'utiliser la programmation par
contraintes dont la richesse des langages de contraintes nous permet une meilleure préci-
sion que les méthodes précédentes. Dans un premier temps, nous présentons un état de
l'art non exhaustif des trois domaines impliqués dans ce travail : interprétation abstraite,
programmation par contraintes et estimation de pire temps d'exécution (section 2). En-
suite, nous présentons la méthode introduite pour obtenir une estimation sûre du pire
temps d'exécution (section 3). Après une section (4) consacrée aux dé�nitions, notations
et premières propriétés, nous détaillons dans les sections 5, 6 et 7 plusieurs étapes de la
méthode. En�n, nous présentons son implémentation (section 8).

2 État de l'art

Nous présentons dans cette section un état de l'art non exhaustif de l'interprétation
abstraite, de la programmation par contraintes et de l'estimation de WCET. Pour des
présentations plus détaillées, voir [7], [16], [17].

2.1 Interprétation abstraite

Alors qu'il est indécidable de connaître dans le cas général une propriété non triviale
sur des programmes, l'analyse statique consiste à analyser un programme sans l'exécuter
dans le but de véri�er des propriétés : il peut s'agir de déterminer si une certaine partie
du code peut s'exécuter avec certains paramètres, s'il y a pas d'over�ow d'une variable,
de division par 0, etc.

Dans l'analyse statique, nous nous intéressons à l'interprétation abstraite, une
théorie d'approximation de la sémantique d'un programme introduite par Cousot et Cou-
sot dans [7]. L'interprétation abstraite associe à chaque point de programme un élément
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de domaine abstrait. Nous nous intéressons particulièrement aux domaines abstraits qui
représentent un ensemble d'états de la mémoire atteignables. Un interprète abstrait
calcule, étant donné un certain domaine abstrait, un élément de ce domaine par point de
programme, de telle sorte qu'on ait une sur-approximation correcte de sa sémantique,
c'est à dire que chaque fois que le programme passe par ce point, l'état de la mémoire est
bien inclus dans l'élément de domaine abstrait associé. Par exemple, dans le cas d'un pro-
gramme où une variable x est toujours comprise entre 0 et 10, si notre interprète abstrait
trouve un domaine où x est compris entre −2 et 12, il s'agit bien d'une interprétation
abstraite correcte.

Le domaine des intervalles est un exemple de domaine abstrait numérique. Pour
un programme utilisant n variables, un élément du domaine abstrait des intervalles est
un produit cartésien de n intervalles. Ainsi, l'interprétation abstraite correcte la plus
précise avec le domaine des intervalles entiers du programme Figure 1 associe au point
de programme P (indiqué par un commentaire) l'élément de domaine abstrait J0, 22K ×
J1, 485K.

START
x = 0 ;
y = 0 ;
whi l e ( x < 22) do

whi l e ( y < x*x ) do
y = y+1; // P
done ;

x = x+1;
done ;
END

Figure 1 � Exemple de

programme avec une relation

non linéaire entre deux

variables

Mais il existe également des domaines abstraits qui
tiennent compte des relations entre les variables. Par
exemple le domaine des polyèdres, introduit dans [9], ex-
prime toutes les relations linéaires entre variables. L'en-
semble des valeurs de (x, y) telles que x ∈ [0, 5], y ∈ [2, 7]
et 2 × x < y est un polyèdre. Ces domaines sont appelés
domaines relationnels. Il existe de nombreux domaines
abstraits pour représenter di�érents types de contraintes
[8] : relations entre variables linéaires ou de congruence,
bornes sur les variables, etc. Le choix du domaine abstrait
est une question d'importance en interprétation abstraite.
Un domaine abstrait doit pouvoir représenter le plus d'in-
formations possibles tout en disposant des outils nécessaires
(union de plusieurs éléments, outils pour sur-approximer les
boucles qu'on ne peut pas exécuter, etc) en un temps rai-
sonnable. Par exemple, le domaine des intervalles ne porte
pas beaucoup d'informations, le résultat d'une interpréta-

tion abstraite avec le domaine des intervalles est donc peu précis. Cependant, elle est
plus rapide qu'avec le domaine abstrait des octogones [13], qui permet d'exprimer toutes
les informations de la forme ±x± y ≤ c où x et y sont des variables du programme.

L'interprétation abstraite peut être faite de manière paramétrique, c'est à dire que le
programme a en entrée des paramètres et le résultat de l'interprétation abstraite dépend
de ces paramètres.

L'interprétation abstraite est notamment utilisée pour la véri�cation de code critique.
Par exemple, son utilisation a permis de prouver que les logiciels de commande de vol
des avions Airbus A340 et A380 ne pouvaient pas avoir d'erreurs à l'exécution [1].
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2.2 Programmation par contraintes

Le but de la programmation par contrainte est de modéliser et résoudre des
problèmes donnés sous une forme déclarative. Le problème est décrit avec des variables,
inconnues du problème, sur lesquelles portent des contraintes, relations de la logique du
premier ordre portant sur les variables. Les solveurs de contraintes implémentent des
outils génériques permettant de résoudre e�cacement de tels problèmes.

On appelle CSP (constraint satisfaction problem) un problème sous la forme
d'un triplet (XCSP , D,C) : XCSP un ensemble de variables, D un ensemble de domaines
(un pour chaque variable), et C un ensemble de contraintes sur ces variables. Un COP
(constraint optimization problem) est un quadruplet (XCSP , D,C,O) où O est la
fonction objectif (fonction des variables de XCSP ). Il faut alors trouver la valuation des
variables de XCSP dans les domaines de D qui véri�ent les contraintes de C et qui
minimise (ou maximise) O.

Par exemple, X = {x1, x2}, D = {J0, 2K, J0, 4K} et C = {x1 = 0, x1 + x2 = 5} est un
CSP sans solution. Par contre, siD = {J0, 2K, J0, 7K}, alors on a la solution x1 = 0, x2 = 5.

Les domaines peuvent changer complètement les méthodes de résolution. Par exemple,
on n'utilise pas les mêmes méthodes sur les variables entières ou réelles (même �ottantes).

L'objectif d'un solveur de contraintes peut être di�érent selon le problème et le solveur
[16] : trouver une solution au problème, trouver toutes les solutions du problème, ou
les compter, ou trouver une valuation des variables qui véri�e les contraintes tout en
minimisant une certaine fonction (pour un COP).

Pour cela, la programmation par contrainte propose des méthodes qui rendent la réso-
lution la plus rapide possible. En e�et, pour tous ces problèmes il serait possible d'énumé-
rer toutes les valuations possibles et de regarder lesquelles véri�ent les contraintes, mais
ce serait au prix d'une complexité temporelle exponentielle. Les méthodes de propaga-
tion consistent à raisonner automatiquement sur les contraintes pour réduire le nombre
de cas à énumérer. On dé�nit ainsi des algoithmes de consistance qui réduisent l'espace
de recherche tout en garantissant de conserver toutes les solutions.

Il est aussi important de noter que la programmation par contrainte n'est pas para-
métrée : tous les solveurs génériques existant à ce jour à notre connaissance ne donnent
comme solution que des valuations explicites de chaque variable. Dans le cas de certains
langages de contraintes (par exemple, avec seulement des contraintes linéaires), on peut
trouver des solutions qui dépendent d'un paramètre, mais toujours au prix d'une res-
triction des problèmes, là où la programmation par contrainte se propose idéalement de
résoudre des problèmes sur un langage de contraintes le plus large possible.

2.3 Estimation de WCET

Le WCET (worst case execution time) désigne le pire temps d'exécution d'un pro-
gramme. Il existe essentiellement deux types de méthodes pour estimer le WCET [17] :
faire des mesures sur plusieurs exécutions du programme et prendre empiriquement le
plus long temps d'exécution au risque d'oublier certains cas, ou par analyse statique.
L'analyse statique permet d'avoir une majoration sûre du WCET, c'est à dire qu'on ne

3



pourra jamais dépasser cette estimation, quitte à avoir une valeur trop grande. C'est ce
type de méthodes que nous étudierons dans ce rapport.

Une estimation statique de WCET comporte plusieurs étapes :
Une analyse bas-niveau, spéci�que au matériel utilisé, pour trouver une majoration
des pire temps d'exécution de chaque instruction.
Une analyse haut-niveau, qui représente une exécution de programme comme le par-
cours d'un graphe et estime alors le nombre d'exécution de chaque point de programme.
Une analyse des anomalies temporelles. Ces anomalies sont par exemple introduites
par les caches, les pipelines ou la prédiction de branchement, et in�uencent beaucoup le
temps d'exécution.

Dans ce travail, nous nous intéresserons à l'analyse haut-niveau : il s'agit de trou-
ver une sur-approximation, la plus précise possible, du nombre d'exécution de chaque
instruction du programme.

2.4 Interprétation abstraite pour l'estimation de WCET haut-niveau

Nous fondons notre méthode sur un résultat qui permet d'utiliser l'interprétation
abstraite pour estimer le WCET : Pour un programme déterministe qui termine, chaque
point de programme ne peut pas être exécuté plus de fois que le cardinal de l'ensemble
des états mémoires atteignables en ce point de programme. Un énoncé plus formel et une
intuition de la démonstration sont donnés section 4.3.

Ainsi, comme une interprétation abstraite correcte donne, en chaque point de pro-
gramme, une sur-approximation de l'ensemble des états mémoires atteignables, on peut
se servir de l'interprétation abstraite pour avoir une majoration du nombre d'états de mé-
moire atteignables, et donc une estimation sûre de WCET. C'est la méthode utilisée par
exemple dans [6]. Pour a�ner cette première majoration, on peut déduire des contraintes
linéaires du graphe de �ot de contrôle (dé�ni section 4.1) sur les nombres d'exécutions
de chaque arête. Dans [6], Bygde, Ermedahl et Lisper proposent la construction d'un
arbre pour exprimer certaines de ces contraintes. Ces contraintes seront alors résolues de
manière paramétrique. De cette manière, ils obtiennent une estimation sûre du WCET
paramétrique.

3 Résumé de la contribution

Nous proposons dans ce rapport la méthode résumée Figure 2. Cette méthode est
une analyse statique haut-niveau sûre de WCET. Le but est donc de trouver une esti-
mation sûre du temps d'exécution en majorant le nombre d'exécutions de chaque ins-
truction. Notre contribution repose sur une interprétation abstraite qui donne une sur-
approximation des états mémoires atteignables par le programme, dont nous utilisons le
résultat comme des contraintes.

Dans un premier temps, nous construisons un problème CSPi pour chaque arête i du
CFG, de telle sorte que les états mémoires accessibles en cette arête soient des solutions
du CSPi. Les variables de ce CSP sont les di�érentes versions des variables du programme.

4



Programme CFG

Contraintes de
domaines abstraits

Arbre
d'exécution
symbolique

Contrainte
invariante

CSPi

Variables
déterminantes

Bornes sur les ci

Loi des n÷uds

COP �nal

Estimation WCET

vi

Interprétation
Abstraite

maximiser
∑
civi

Figure 2 � Méthode proposée pour l'estimation de WCET non paramétrique

Un n÷ud est doublement encadré quand on doit en avoir un par point de programme

La signi�cation de ces di�érentes versions sera détaillée dans la section 5.
Les contraintes du CSPi viennent du résultat d'une interprétation abstraite à l'arête

i, et de la création, à partir du CFG, d'un arbre d'exécution symbolique qui donne
une formule invariante (section 5.3). Ces contraintes diminuent le nombre de solutions
du problème. Nous proposons également un ensemble de variables déterminantes qui
permet de modi�er le calcul de solutions pour obtenir une borne plus précise sur le
nombre d'exécution de chaque arête (section 6). En�n, le CFG nous donne de nouvelles
contraintes avec la loi des n÷uds, qui dé�nissent un dernier COP (section 7). Il su�t
alors de résoudre ce problème en maximisant une bonne fonction objectif pour obtenir
l'estimation de WCET.

L'interprétation abstraite servait déjà de point de départ de l'estimation. Cependant,
si le CFG a déjà été exploité pour de l'estimation de WCET paramétrique [12], ce n'était
pas sous forme de contraintes d'un problème CSP. De même, si des méthodes existaient
pour récupérer tous les invariants possible sous forme de contraintes linéaires [11], la
construction d'arbre d'exécution symbolique présentée dans ce rapport est la seule à notre
connaissance qui exprime des contraintes non linéaires pour en déduire une estimation
de WCET. Nous ne cherchons pas ici à obtenir une expression paramétrique comme
dans les travaux de Bygde, Ermedhal et Lisper [6], ce qui va nous permettre d'utiliser la
programmation par contraintes.

4 Préliminaires techniques

Dans cette section, nous décrivons la syntaxe des langages utilisés, puis la sémantique
d'une exécution d'un programme. Dans tout le rapport, nous noterons #A le cardinal,
�ni ou in�ni, de l'ensemble A.
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START

i

x←expr
i

j
test

i

True j k False

ij

k
END

i

Figure 3 � Les di�érents éléments des CFG de nos programmes

START(i), Assign(x,expr,i,j), Test(test,i,j,k), Join(i,j,k), End(i)

4.1 Syntaxe

Nous utilisons dans la suite des programmes écrits dans une syntaxe simpli�ée. Soit X
un ensemble de variables. Soit Val un ensemble de valeurs. Dans toute la suite, Val = Z.

Langages utilisés Pour nos exemples et notre implémentation, nous utiliserons les
langages d'expressions et de tests E , T dé�nis par les grammaires :

E : expr := (expr ♦ expr) | − expr | x | c

T : test := (expr ./ expr) | not test | (test and test) | (test or test)

où x ∈ X, c ∈ Val , ♦ ∈ {+,−,×,%} et ./∈ {=, 6=, <,≤,≥, >}.
Dans la suite, nous représentons les programmes par leur graphe de �ot de contrôle.

Dé�nition: CFG Un CFG (control �ow graph) est un graphe orienté G = (V,E),
tel que chaque n÷ud v ∈ V est de la forme : START(i) ou Assign(x,expr,i,j) ou
Test(test,i,j,k) ou Join(i,j,k) ou End(i), avec i, j, k ∈ E, x ∈ X, expr ∈ E ,
test ∈ T . Une représentation de chaque n÷ud est donnée Figure 3. De plus, V contient
un unique n÷ud START et un unique n÷ud END. On a expr ∈ E et test∈ T .

Remarques
Dans un tel graphe, chaque arête va d'un n÷ud vers un autre. Chaque arête a donc
exactement un n÷ud d'origine et un n÷ud de destination.
Dans la suite, par convention, on suppose les arêtes numérotées de 1 à n. L'arête 1 est
celle qui sort du n÷ud START, et l'arête n celle qui entre dans le n÷ud END.

4.2 Sémantique opérationnelle

Nous présentons dans cette section la formalisation d'une exécution d'un CFG et d'un
état mémoire.

Dé�nition: État mémoire On appelle état mémoire une fonction σ : X → (Val ∪
{unassigned}). On note Σ l'ensemble des états mémoires, et σ0 la fonction constante
∀x ∈ X,σ0(x) = unassigned .
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Dé�nition: Con�guration On appelle con�guration γ un couple (e, σ) où e ∈ E et
σ ∈ Σ. On note Γ l'ensemble des con�gurations. On note JK : E → Val la sémantique
d'une expression. On note JK : T → {true, false} la sémantique d'un test. On dé�nit une
relation 7→ sur Γ :

Assign(x,expr,i,j) ∈ G
(i, σ) 7→ (j, σ[x← JexprKσ])

Join(i,j,k) ∈ G
(i, σ) 7→ (k, σ)

Join(i,j,k) ∈ G
(j, σ) 7→ (k, σ)

Test(t,i,j,k) ∈ G et JtestKσ = true

(i, σ) 7→ (j, σ)

Test(t,i,j,k) ∈ G et JtestKσ = false

(i, σ) 7→ (k, σ)

Dé�nition: Exécution Soit G un CFG. Une exécution de G est une suite de con�gu-
rations (�nie ou non) (γk)k∈N telle que γ0 = (1, σ0) et ∀k ∈ N, γk 7→ γk+1.

Dé�nition: Exécution maximale µ, exécution �nie se terminant sur γ, est une exé-
cution maximale s'il n'existe pas de con�guration γ′ telle que γ 7→ γ′. Une exécution
in�nie est maximale.

Hypothèses
H1 Déterminisme : On considère une sémantique des expressions et des tests détermi-
niste.
H2 Terminaison : On considère les CFG dont toute exécution maximale est �nie, et
termine sur une con�guration (n, σ).
On note H = H1 ∧H2.

Proposition: Un CFG qui satisfait H n'a qu'une seule exécution maximale.

Idée de démonstration : Par induction, comme chaque exécution est �nie (hypothèse
de terminaison) et comme la sémantique des expressions et tests est déterministe, on n'a
pas le choix de la prochaine con�guration dans l'exécution à chaque étape.

4.3 Estimation du nombre d'exécutions

Nous nous intéressons dans cette section aux compteurs d'exécutions de chaque arête,
et plus généralement aux notations utilisées pour l'analyse haut-niveau de WCET.

Dé�nition: Compteur d'exécution de l'arête i (noté ci) Soit G un CFG qui
satisfaitH. Soit µ = (γk)k∈N son exécution. ci représente le nombre de fois qu'est exécutée
l'arête i. ci = #{k ∈ N | ∃σ, γk = (i, σ)}.

Dé�nition: E(i) Soit G un CFG qui satisfait H. Soit µ = (γk)k∈N son exécution. E(i)
représente l'ensemble des états mémoires accessibles à l'arête i. E(i) = {σk | (i, σk) ∈ µ}.
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Proposition: Soit G un CFG qui satisfait H, avec n arêtes. Alors ∀i ∈ {1 . . . n},
ci = #E(i).

Idée de la démonstration : comme le programme est déterministe, la prochaine
étape d'une exécution ne dépend que de la con�guration courante. Ainsi, on ne peut
pas passer deux fois dans un même arête avec le même état mémoire sinon l'exécution
comporterait cette con�guration une in�nité de fois et ne terminerait pas. Alors, pour
une arête i, tous les γk = (ek, σk) ∈ µ tels que ek = i ont des σk tous di�érents. Alors
ci = #{k ∈ N | ∃σ, γk = (i, σ)} = #{σk | (i, σk) ∈ µ} = #E(i).

Dé�nition: AI(i) Soit G un CFG qui satisfait H et D# un domaine abstrait. On
appelle AI(i) l'élément de domaine abstrait de D# associé à l'arête i après avoir e�ectué
une interprétation abstraite sur G.

Correction de l'interprétation abstraite Soit G un CFG qui satisfait H, avec n
arêtes. On dit qu'une interprétation abstraite est correcte si ∀i ∈ {1 . . . n}, E(i) ⊆ AI(i).

Proposition: Soit G un CFG qui satisfait H, avec n arêtes. ∀i ∈ {1 . . . n}, soit vi
une majoration sûre du pire temps d'exécution de l'instruction exécutée avant l'arête i,
obtenue par analyse bas-niveau. Alors

∑
i ci × vi est une majoration sûre du WCET.

Intuition de la démonstration vi est une majoration sûre du pire temps d'exécution
ti. Donc vi ≥ ti. Comme ∀i, ci ≥ 0, ti ≥ 0, alors

∑
i ci × vi ≥

∑
i ci × ti ≥WCET .

4.4 Exemple

Le CFG Figure 4 est un CFG véri�ant les hypothèses H. Les arêtes sont numérotées
de 1 à 11. Ici, un état mémoire est une fonction {x, y} → Z. Son unique exécution contient
chacune des arêtes une ou plusieurs fois, et termine par les con�gurations (8, (x = 22, y =
22)) 7→ (11, (x = 22, y = 22)). On a c3 = 23. E(4) = {(x = k, y = 0) | k ∈ {0 . . . 22}}.
Avec le domaine abstrait des intervalles et une interprétation abstraite correcte, on pourra
avoir au mieux AI(5) = [0, 22]× [0, 22] (de cardinal 529), alors que E(5) = {(x = k, y =
l) | k ≤ 22 et l ≤ k} (de cardinal 276 = c5).

5 Construction des CSPi

Soit G un CFG qui satisfait H, avec n arêtes et X comme ensemble de variables.
Nous construisons ici, pour chaque arête i, un CSPi dont l'ensemble de solutions doit
contenir E(i), c'est à dire que chaque état mémoire accessible doit être solution du CSP.

5.1 Les variables des CSPi
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START

x=0

y=0

y=y+1

y<x

x<22

x=x+1

END

2

4

5

7

6
8

9 11

10

1

3

Figure 4 � Un exemple de CFG

véri�ant les hypothèses

On appelle variable de programme une
des variables du programme donné en entrée.
On note X l'ensemble des variables de pro-
gramme.

Dé�nition: Version de variable Un couple
(x, k) où x ∈ X et k ∈ N. Ce sont les variables
des CSPi. Dans le CSPi, (x, 0) correspond à x
dans l'arête i. Dans la suite, on identi�e x ∈ X
et (x, 0) ∈ XCSP .

Cette notion de version n'est pas sans rap-
peler le SSA [10]. Cependant, il ne s'agit pas ici
de considérer une version de variable par arête
du graphe, nous ne créerons de nouvelle version
que lorsque la valeur de la variable change et dé-
pend de son ancienne version (cela sera expliqué
dans la section 5.3). De plus, la numérotation
des versions n'est pas globale, elle dépend de
l'arête i.

Dé�nition: Sol Soit C un CSP. On note Sol(C) l'ensemble des solutions de C. Un élé-
ment de Sol(C) est une valuation de chaque variable du CSP qui satisfait les contraintes.

On crée ainsi pour chaque arête i du CFG un CSPi. Ses variables sont toutes les
versions de variables utilisées dans l'arbre d'exécution symbolique (voir section 5.3).
Ses contraintes sont celles issues de l'interprétation abstraite (section 5.2) et de l'arbre
d'exécution symbolique (section 5.3).

5.2 Contraintes issues de l'interprétation abstraite

Pour un programme qui satisfait nos hypothèses de terminaison et déterminisme, on
sait que ci = #E(i). Et dans le cas d'une interprétation abstraite correcte, E(i) ⊆ AI(i).
Nous construisons dans un premier temps un ensemble de contraintes CAI(i), de telle sorte
que l'ensemble de solutions de CAI(i) soit AI(i).

La première étape de notre méthode consiste à faire une interprétation abstraite sur
le programme. L'interprétation abstraite nous donne donc, pour chaque arête, un élément
de domaine abstrait. Dans les domaines abstraits considérés (intervalles, octogones, po-
lyèdres), il s'agit de contraintes sur les variables de programme 1 : si à une certaine arête,
l'interprétation abstraite a�rme que x appartient à l'intervalle [0, 2], alors on a (x, 0) ≥ 0
et (x, 0) ≤ 2.

1. Chaque domaine abstrait est dé�ni à l'aide d'une fonction de concrétisation γ qui associe à un

élément d'un domaine abstrait un ensemble d'éléments du domaine concret. Dans les domaines considérés

dans ce travail, on peut voir cette fonction comme des contraintes sur les variables du programme.
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CAI(i)est ainsi un ensemble de contraintes sur tous les couples (x, 0) où x ∈ X, et
traduit les contraintes de l'interprétation abstraite.

5
ou

4
et

3
ou

2
et

x0 = 0
1

true

9
et

x1 < 22
8
et

true
5

true

y0 = 0

6
et

5
true

y1 < x0

Figure 5 � L'arbre d'exécution

symbolique de l'arête 5 du CFG Figure 4

Exemple Dans la Figure 4, après une inter-
prétation abstraite correcte dans le domaine des
intervalles ayant donné la boîte [0, 22]× [0, 22],
CAI(5) = {x ≥ 0, x ≤ 22, y ≥ 0, y ≥ 22}

5.3 Arbres d'exécutions symboliques

Cependant, l'interprétation abstraite nous
donne toujours des éléments de domaines abs-
traits, ce qui peut être une source d'impréci-
sion. Ainsi dans l'exemple Figure 4, E(5) =
{(x = k, y = l) | k ≤ 22 et l ≤ k}, mais
le domaine des intervalles donnera au mieux
AI(5) = [0, 22] × [0, 22]. En réalité, l'arête est
exécutée 276 fois, mais ici on trouvera seule-
ment ci ≤ 529.

Mais les problèmes de programmation par
contraintes peuvent avoir des ensembles de so-
lutions de n'importe quelle forme. Le but des
arbres d'exécution symbolique est d'ajouter aux
di�érents CSPi des contraintes sur les versions
de variables qui soient toujours vraies quand
l'exécution passe par l'arrête i. Ainsi, l'en-
semble de solutions est plus petit qu'avec l'interprétation abstraite seule puisqu'on a
rajouté des contraintes, et donc notre approximation des ci est plus précise. Mais on a
toujours E(i) ⊆ Sol(CSPi) si on identi�e les éléments de X avec leur version de XCSP

d'indice 0.

5.3.1 Construction de l'arbre

Pour construire l'arbre d'exécution symbolique en une arête i, on regarde le n÷ud dont
vient i. Si c'est une a�ectation x← 3 vers laquelle arrive une arête j, alors on sait qu'en i,
la contrainte (x, 0) = 3 est vraie, ainsi que toute contrainte qui était vraie en j, sauf celles
sur x puisque la variable a été a�ectée entre l'arête i et j. L'arbre sera donc un n÷ud ET,
de la formule x = 3 et de l'arbre d'exécution symbolique de j où on retient que x est déjà
a�ectée et que l'arête i est déjà vue. De même, si l'arête i venait d'un n÷ud Join(j,k,i),
alors l'exécution est passée par l'arête j ou k. On aura donc un n÷ud OU, avec le arbres
de j et k. Lorsqu'on a des a�ectations où une variable dépend de son ancienne valeur
(par exemple x ← x + 1), alors on se sert des versions de variables pour conserver les
contraintes sur l'ancienne valeur de x. Ainsi, on aura la contrainte (x, 0) = (x, 1)+1, puis
dans le reste de l'arbre, on écrira les contraintes sur (x, 1). En�n, pour que la construction
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termine, on ne considèrera pas deux fois la même arête dans la même branche. Pendant
la construction, il faudra retenir, pour chaque branche, un ensemble de variables déjà
a�ectées (initialisé avec ∅), un ensemble d'arêtes déjà visitées (initialisé avec ∅), et une
fonction qui à chaque variable donne la version à utiliser (initialisé avec la fonction
constante égale à 0). De plus, il faudra écrire en dehors de l'arbre les contraintes de
relations entre versions (par exemple, (x, 10) = (x, 22) + (y, 3)− 5).

c on s t r a i n t s {
//AI c on s t r a i n t s
x0 >= 0 ;
x0 <= 22 ;
y0 >= 0 ;
y0 <= 22 ;
// v e r s i o n s r e l a t i o n s
x0 = x1+1;
y0 = y1+1;
// symbol ic execut ion t r e e
( y0=0 && (( x0=0 && true ) | |
x1<22 && ( true && true ) ) )
| | ( y1 < x0 && true ) ; }

Figure 6 � Contraintes du CSP5 du
programme Figure 4

La dé�nition des arbres d'exécution symbo-
lique se trouve en Annexes, section 10.1

5.4 Exemple de CSPi

Considérons le CFG Figure 4 et l'arbre
d'exécution symbolique de l'arête 5 (Figure 5).

Si le domaine abstrait renvoyé par le do-
maine des intervalles était AI(5) = [0, 22] ×
[0, 22], alors nous obtenons le CSP Figure 6.
Les deux contraintes de relations entre ver-
sions de variables proviennent des passages par
les arêtes 7 et 10. Dans cet exemple, E(5) =
Sol(CSP5) et nous obtenons donc la valeur
exacte de c5. Dans le cas général, on ne peut
que garantir E(i) ⊆ Sol(CSPi). Dans ce cas, l'utilisation d'un domaine plus précis que
les intervalles (par exemple les octogones) aurait aussi permis d'avoir E(5) = AI(5).
Mais dans un exemple où l'arbre d'exécution symbolique exprime des contraintes non
linéaires, alors le CSP permettra bien une estimation plus précise, comme dans le pro-
gramme Figure 1. Si il est toujours possible de créer un nouveau domaine abstrait qui
exprimera les contraintes véri�ées par un programme, il ne s'agit pas d'un processus
facile. La programmation par contraintes permet alors d'obtenir un gain de précision à
moindre e�ort : il su�t d'avoir un langage de contraintes qui puisse exprimer les relations
utilisées dans la syntaxe du programme.

6 Comptage de solutions

À partir de la section 5, nous obtenons, pour chaque point de programme i un CSPi,
dont l'ensemble des solutions contient l'ensemble des états mémoires atteignables à ce
point de programme : E(i) ⊆ Sol(CSPi). En résolvant ce CSP, il est possible d'obtenir le
nombre de solutions #Sol(CSPi). D'après la section 3, ce nombre est une majoration de
ci. Cependant, il est parfois su�sant de compter seulement le nombre de solutions qui
di�èrent sur un certain ensemble de variables pour obtenir une sur-approximation des ci.
Par exemple, prenons le programme Figure 7. L'interprétation abstraite avec le domaine
des intervalles donne la boîte [0, 22] × [0, 231] : 5336 solutions possibles pour l'arête 7.
Dans cette boucle, les variables x et y sont reliées par la relation y = x(x−1)

2 . Cependant,
cette relation n'apparaît syntaxiquement ni dans une garde, ni dans une a�ectation. Donc,
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cette relation n'apparaît pas dans l'arbre d'exécution symbolique. Le CSP7 a donc autant
de solutions que : (nombre de valeurs possibles(x)) × (nombre de valeurs possibles(y)).
Pourtant, à chaque valeur de x correspond une unique valeur de y. Il su�t de calculer le
nombre de valeurs possibles pour x pour majorer c7.

6.1 Variables déterminantes

START

x=0;

y=0;

x<=22y=y+x;

x=x+1;

END

1

2

4

5
6

7

8

3

Figure 7 � Un CFG où une

variable n'est pas déterminante

Dans cette section, nous introduisons la notion de
variables déterminantes. Soit G un CFG qui satisfait H,
avec X l'ensemble de variables. Soit i une arête de G.
Soit CSPi un CSP obtenu comme dans la section 5, telle
que E(i) ⊆ Sol(CSPi).

Dé�nition: Sol∗Y Soit P = (XCSP , D,C) un CSP. Soit
Y ⊆ XCSP un ensemble de variables. On note Sol∗Y (P)
le nombre de solutions de P qui ne di�èrent que sur Y .

Exemple Soit P le CSP avec XCSP = {x, y}, D =
{Z,Z}, et C = {x = 0; y ≥ 2; y + x ≤ 11}. Sol(P) = 10,
Sol∗{x}(P) = 1.

Dé�nition: Variables déterminantes Un ensemble
D ⊆ X est un ensemble de variables déterminantes en i
si ci ≤ Sol∗D(CSPi).

Notre objectif est donc de trouver pour chaque CSPi un ensemble minimal de variables
déterminantes, pour avoir la majoration la plus précise sur les ci. Dans [5], Bygde prouve
que les variables de contrôle forment un ensemble de variables déterminantes car il n'existe
pas deux états mémoires di�érents accessibles en i qui coïncident sur cet ensemble.

Dé�nition: Variables de contrôle d'une arête i Si une arête i est à l'intérieur
d'une ou plusieurs boucles, une variable de contrôle de i est une variables utilisées dans
les tests de ces boucles ou qui peut modi�er indirectement (via des a�ectations) des
variables impliquées dans ces tests. Par exemple, dans le programme donné Figure 7,
la variable y n'est pas une variable de contrôle de l'arête 7. On va en déduire qu'il su�t
de compter les solutions qui ont une valeur di�érente sur x : il y en a 23, et non 5336.

6.2 Modi�er le comptage

Une fois l'ensemble de variables de contrôle D trouvées pour chaque arête, il faut
donc compter les solutions de chaque CSP qui di�èrent sur D. On peut proposer deux
solutions : soit on utilise un solveur de contraintes pour récupérer toutes les solutions
possibles, puis on les parcourt en ne comptant que le nombre de solutions di�érentes

12



sur D. Soit on peut modi�er la méthode de résolution du solveur. Dès qu'il trouve une
solution au problème, on lui interdit de chercher parmi les valuations qui coïncident sur D
avec cette solution. On a ainsi moins de valuations à véri�er et on peut espérer un temps
de résolution plus court. Pour l'instant, seule la première solution a été implémentée.

7 Loi des n÷uds et COP �nal

Les sections précédentes nous permettent donc d'obtenir une majoration sûre de
chaque ci. De plus, le CFG permet de trouver de nouvelles contraintes sur les ci.

7.1 Loi des n÷uds

On peut déduire du CFG un ensemble K de contraintes sur les ci.

Proposition : démontrée dans [5]. Soit G un CFG
Si Assign(x,expr,i,j)∈ G, ci = cj . Si Test(t,i,j,k)∈ G, ci = cj+ck. Si Join(i,j,k)∈
G, ci + cj = ck. L'arête issue du n÷ud START ne s'exécute qu'une fois : c1 = 1. L'arête
entrant dans le n÷uds END ne s'exécute qu'une fois : cn = 1.

7.2 Construction du COP �nal

Soit G = (V,E) un CFG qui satisfait H. Pour tout arête i, soit CSPi le CSP construit
comme dans la section 5. Soit bi = Sol∗Di

(CSPi) où Di est l'ensemble de variables de
contrôles de l'arête i comme vu dans la section 6.

Dé�nition: COP �nal Le COP �nal du CFG G est le quadruplet (XCSP , D,C,O)

XCSP = {ci | i ∈ E} ∀x ∈ XCSP , Dx = N C = {ci ≤ bi} ∪K O =
∑
i

ci × vi

Où O est la fonction à maximiser. Les vi sont donnés par une analyse bas-niveau. K est
l'ensemble de contraintes supplémentaire données par le CFG décrites section 7.1.

7.3 L'estimation de WCET

Le résultat du problème de maximisation est donc notre estimation sûre du WCET.
En e�et, c1 . . . cn est une solution des contraintes du COP �nal. Et on sait que∑
i ci × vi = O(ci) est une majoration duWCET. Alorsmax(s1...sn)∈Sol(CSOPfinal)O(si) ≥

O(ci), donc
max(s1...sn)∈Sol(CSOPfinal)O(si) ≥WCET.

Alors résoudre le COP �nal en maximisant O donne bien une majoration sûre du
WCET.
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8 Implémentation et évaluation

8.1 Implémentation

AbSolute [15] est le solveur par contraintes en OCaml que nous nous proposons
d'utiliser dans ce travail. C'est un solveur qui peut travailler sur des variables entières ou
�ottantes, pour traiter des contraintes arithémtiques génériques. La particularité d'Ab-
Solute est que ce solveur est déjà issu de la coopération entre la programmation par
contraintes et l'interprétation abstraite, puisqu'il utilise des domaines abstraits dans sa
méthode de résolution [14]. Les solutions proposées seront ainsi des unions de domaines
abstraits. AbSolute est capable de résoudre des CSPs en donnant les solutions, de comp-
ter les solutions d'un CSP et de minimiser une fonction objectif en donnant la valuation
qui minimise cette fonction tout en satisfaisant les contraintes.

SawjaCard [4] est l'analyseur statique en OCaml que nous nous proposons d'utiliser
pour récupérer les contraintes de l'interprétation abstraite. Il peut réaliser une interpré-
tation abstraite avec le domaine des intervalles sur des programmes en JavaCard, un
sous-ensemble du langage Java destiné à être exécuté sur des cartes électroniques.

La méthode proposée à donc été implémentée en OCaml. À partir du CFG présenté en
section 4.1, di�érents modules construisent les arbres d'exécution symboliques, appliquent
la loi des n÷uds, récupèrent les contraintes de l'interprétation abstraite, calculent les
variables de contrôle puis créent les CSPs correspondants. Un programme (en bash)
appelle l'analyseur statique, lance la méthode et la résolution de chaque CSP, puis utilise
les résultats pour construire le COP �nal, qui est en�n résolu.

L'implémentation modulaire permet de remplacer certains modules pour utiliser d'autres
outils, comme CHOCO à la place d'AbSolute, ou Interproc à la place de SawjaCard, qui
nous a permis d'e�ectuer des tests avec les domaines des octogones ou des polyèdres.

8.2 Évaluation

Pour évaluer la précision de notre méthode, nous l'avons appliquée aux programmes
du Malärdalen benchmark [2], un benchmark de WCET utilisé dans [6]. Pour la plus
grande partie des fonctions analysées, il s'agit de boucles for simples ou imbriquées. Pour
ces fonctions, avec une interprétation abstraite utilisant le domaine des intervalles, notre
méthode donne une estimation excate des ci. Dans ce benchmark, on trouve également
un exemple de programme exhibant une contrainte non linéaire : un test de primalité
où une variable va de 2 en 2 jusqu'à la racine du nombre à tester. Cette contrainte est
reconnue par l'arbre d'exécution symbolique et l'estimation est exacte. Pour évaluer plus
précisément, nous avons exécuté la méthode sur d'autres exemples : boucles triangulaires,
boucles imbriquées avec des contraintes non linéaires, dont nous obtenons une estimation
exacte, et pour lesquelles l'interprétation abstraite seule avec le domaine des polyèdres
n'aurait pas pu avoir autant de précision. Par rapport à la méthode utilisée dans [6],
nous exprimons plus de contraintes. Nous sommes donc garantis d'avoir un résultat plus
précis si on utilise la même interprétation abstraite.

Cependant, le temps d'exécution de la méthode est bien supérieur à celui de la mé-
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thode de [6]. En e�et, on peut mettre quelques minutes à estimer un programme, là où
la méthode précédente ne prenait que quelques secondes. Cependant, il serait possible
d'améliorer le temps d'exécution de plusieurs manières. Dans un premier temps, les tests
ont été e�ectués sur AbSolute, alors que d'autres solveurs sont plus rapides (CHOCO
par exemple). Ensuite, les solveurs de contraintes peuvent être paramétrés (heuristiques
de recherche pour choisir l'ordre avec lequel les contraintes et valeurs sont traitées) qui
peuvent diminuer signi�cativement le temps de résolution. De plus, la méthode est pa-
rallélisable puisque la résolution de chaque CSPi est indépendante. En�n, on pourrait
se dispenser de résoudre certains des CSPi : Le CSP1 issu du n÷ud START a comme
solutions l'ensemble des valeurs possibles, alors qu'on sait qu'il ne s'exécute qu'une fois.

L'implémentation est disponible en ligne [3], sauf les modules utilisant SawjaCard,
qui n'est pas libre. Un exemple est donné en Annexes, section 10.2.

9 Conclusion

La méthode proposée permet bien de récupérer des contraintes plus précises que
l'interprétation abstraite seule, ce qui alors donne une approximation plus précise du
nombre d'exécution de chaque ci. L'avantage d'utiliser la programmation par contraintes
en complément de l'interprétation abstraite réside dans la richesse de ses langages de
contraintes : il est possible de traiter, dans le même problème, des contraintes linéaires,
non linéaires, de congruence, etc.

De plus, chacune des techniques utilisées permet bien d'a�ner l'approximation dans
des cas où les autres ne le peuvent pas. En e�et, dans bien des cas, seule l'interprétation
abstraite permet de récupérer des bornes sur les variables qui évitent un nombre de so-
lutions in�ni. Dès que le programme a dans ses tests ou ses a�ectations des contraintes
non linéaires, seuls les arbres d'exécutions symboliques permettent de les exprimer pour
réduire la taille de l'ensemble de solutions. Si il y a des variables non déterminantes,
sans qu'une relation explicite soit écrite dans la syntaxe du programme, seule la détec-
tion de variables déterminantes permet de réduire grandement la majoration du nombre
d'exécution d'une arête. En�n, la loi des n÷uds permet de pallier à d'éventuels manque
de précision en un point de programme lorsque les points de programme précédents ou
suivants ont été estimés plus précisément. Bien sûr, ces résultats ne tiennent qu'au prix
d'hypothèses fortes : les langages considérés sont déterministes, terminent et ne prennent
pas d'entrée en paramètres, sur un langage restreint.

Ainsi, pour continuer ce travail, il serait possible de chercher à agrandir le langage
utilisé (pour ajouter des pointeurs, des fonctions, des tableaux par exemple). De plus, si
des solveurs par contraintes pouvaient résoudre des problèmes paramétrés, alors il serait
possible d'adapter la méthode pour obtenir un résultat paramétré. Il est déjà possible
d'adapter la méthode pour que le programme prenne en entrée des paramètres, mais le
résultat n'est pas paramétré. En�n, l'ensemble de variables déterminantes proposé (les
variables de contrôle) n'est pas toujours l'ensemble minimal de variables déterminantes.
Il serait alors possible de s'intéresser à d'autres méthodes pour trouver de meilleurs
ensembles de variables déterminantes.
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10 Annexes

10.1 Dé�nition de l'arbre d'exécution symbolique

Soit G un CFG véri�ant H, avec n arêtes. Soit X l'ensemble des variables utilisées.
Soit i l'arête considérée. Soient E , T les langages d'expressions et de tests utilisées. Soit
JK une sémantique de tests et d'expressions déterministe.

Dé�nition: Arbre syntaxique de contrainte Un arbre syntaxique de contrainte est
soit une contrainte écrite sur VT ∪{true}, soit un n÷ud OU avec deux �ls, soit un n÷ud
ET avec deux �ls. Les �ls sont eux-mêmes des arbres syntaxiques de formule. true est
une contrainte toujours véri�ée.

Dé�nition: Langage de version On appelle langage de version les langages d'expres-
sions VE et de tests VT dont les variables sont écrites avec une certaine version. Étant
donné v : X → N une fonction qui à chaque variable associe l'indice à utiliser, on a la
fonction {.}v : T → VT qui remplace les variables de l'argument par la version spéci�ée
par v. Par exemple, {(x + 1) < y}(x 7→0,y 7→1) = ((x, 0) + 1) < (y, 1). Les éléments de VT
sont donc des contraintes sur XCSP .

Dé�nition: Arbre d'exécution symbolique L'arbre d'exécution symbolique de i
dans G est un arbre syntaxique de contrainte �ni dé�ni récursivement.

Sa construction prend en arguments :

� L'arête du CFG considérée.

� Un ensemble d'arêtes déjà vues dans cette branche de l'arbre (on ne veut pas écrire
plusieurs fois les contraintes issues d'une même arête dans la même branche).

� Un ensemble de variables dont la valeur a été changée plus tôt dans l'arbre (on
peut alors se passer des contraintes sur l'ancienne valeur de ces variables).

� Une fonction qui à chaque variable associe la version courante de cette variable.

On le note ainsi SEtree(e, seen, affected , current), et lorsqu'on veut construire l'arbre
d'exécution symbolique d'une arête i, on construit SEtree(i, ∅, ∅, 0).

En�n, au cours de la construction de l'arbre, on ajoutera d'autres contraintes qui
lient les di�érentes versions d'une même variable mais ne �gurent pas directement dans
l'arbre.

Soit G un CFG.

� Si e ∈ seen, SEtree(e, seen, affected , current) = true.

� Sinon, on considère le n÷ud d'origine de e (on ne peut donc être que dans un seul
des cas suivants) :

� Si Start(e )∈ G, SEtree(e, seen, affected , current) = true.
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� Si Join(a,b,e )∈ G, SEtree(e, seen, affected , current) =
SEtree(a, {e}∪seen, affected , current) OU SEtree(b, {e}∪seen, affected , current).

� Si Assign(v,expr,a,e )∈ G,
* Si v ou une des variables dans expr ∈ affected , SEtree(e, seen, affected , current) =

true.

* Si la variable v n'est pas utilisée par l'expression expr, SEtree(e, seen, affected , current) =
SEtree(a, {e} ∪ seen, affected , current) ET {expr}current .

* Si v est utilisée par l'expression expr, on crée une nouvelle version de la
variable v′, on ajoute la contrainte de relations entre versions {v}current =
{expr}current [v 7→v′], et SEtree(e, seen, affected , current) = SEtree(a, {e} ∪
seen, affected , current [v 7→ v′]).

� Si Test(test,a,e,c )∈ G, SEtree(e, seen, affected , current) =
SEtree(a, {e} ∪ seen, affected , current) ET{test}current .

� Si Test(test,a,b,e )∈ G, SEtree(e, seen, affected , current) =
SEtree(a, {e} ∪ seen, affected , current) ET{not(test)}current .

La construction termine : dans une même branche, on ne peut pas rencontrer une
même arête plus de deux fois.

10.2 Exemple d'exécution de l'implémentation

Exemple d'une double boucle for issue du benchmark Mälardalen

$sh es t imate . sh
Abstract i n t e r p r e t a t i o n
c r e a t i n g the AI c on s t r a i n t s
c r e a t i n g a l l CSP f i l e s
wrote a l l . csp f i l e s
Nodes law wr i t t en
c rea ted edgetime f i l e
So lv ing CSP c1 . csp
So lv ing CSP c10 . csp
So lv ing CSP c11 . csp
So lv ing CSP c2 . csp
So lv ing CSP c3 . csp
So lv ing CSP c4 . csp
So lv ing CSP c5 . csp
So lv ing CSP c6 . csp
So lv ing CSP c7 . csp
So lv ing CSP c8 . csp
So lv ing CSP c9 . csp
i n i t {
i n t c1 = [ 0 ; 14641 ] ;
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i n t c10 = [ 0 ; 75 ] ;
i n t c11 = [ 0 ; 1 ] ;
i n t c2 = [ 0 ; 121 ] ;
i n t c3 = [ 0 ; 194 ] ;
i n t c4 = [ 0 ; 75 ] ;
i n t c5 = [ 0 ; 1950 ] ;
i n t c6 = [ 0 ; 1875 ] ;
i n t c7 = [ 0 ; 1875 ] ;
i n t c8 = [ 0 ; 75 ] ;
i n t c9 = [ 0 ; 75 ] ;
}
ob j e c t i v e {
−(0
+ c1 * 0 + c10 * 1
+ c11 * 1 + c2 * 1
+ c3 * 0 + c4 * 1
+ c5 * 0 + c6 * 1
+ c7 * 1 + c8 * 1
+ c9 * 1
)
}
c on s t r a i n t s {
c1 = 1 ;
c1 = c2 ;
c2 + c10 = c3 ;
c3 = c4 ;
c4 + c7 = c5 ;
c5 = c6 + c8 ;
c6 = c7 ;
c8 = c9 + c11 ;
c9 = c10 ;
c11 = 1 ;
}
s o l v i n g ends
Unique s o l u t i o n
best va lue :−4050.000000

Comme AbSolute ne peut que minimiser un objectif (et non maximiser), on donne comme
fonction objectif l'opposé de

∑
i ci × vi. Le domaine de chaque variable ci dépend du

nombre de solutions du CSPi.
Ici, on a donné une valeur arbitraire aux vi : 0 quand l'arête sort du n÷ud Start ou

d'un n÷ud Join, et 1 pour les a�ectations et tests.
Dans cet exemple, on trouve le résultat exact : le programme passe bien 4050 fois

dans des n÷uds d'a�ectations ou de tests.
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